Matematica Finita - Codigo 1342

Resolucao do 4° Teste Formativo

1. A resposta correcta é a b). De facto,
Aag = g1 — ap = (—1)F <n;1> — (=1)"! (Z:i)
= (—1)* [(n:) + (Zj)} = (=1)F <Z> . (Lei de Pascal)
2. A resposta correcta é a c). De facto,
i(—l)i (") = i (”) (- =(-1+1)"=0. (Binémio de Newton)

3. A resposta correcta é a a). De facto, da segunda equacao resulta que a,,_1 = —b,+
3b,,_1. Substituindo na primeira equac¢ao vem —b, 1 + 3b, = b,,_1 — 2(—b,, + 3b,_1)
e, portanto,

bn+1 = bn ‘l‘ 5bn_1,

para todo n > 1.
Note que os primeiros 5 termos de cada uma destas sucessoes sao:

aozl,a1:—1,a2:4,a3:—1,a4:19,a5:14,
b(]:l,b1:2,62:7,[)3:17,174:52,65:137,
pelo que b), ¢) , d) sdo afirmagoes falsas.

4. A resposta correcta é a b). De facto,

t+1 t+1 t+1  t+1 1

—4t4+4  (t—-2)2  (=201-1)2 4 (1-1L)e
t+ 1= [1 ”2+n_1>n t+l=n+1
P (5) ()=t
n+1 ntl | “n+1,
_Z 2n+2t Z 2n+2t
n=0

1
= Z 2n+1 "+ Z T;—; (mud. de var. n+ 1~ n)

o0




Alternativa: Como antes, temos

t+1 1 t+1
—4t+4 4 (1-i0)2

Pelo teorema das fracgoes parciais, sabemos que existem « e 3 tais que

t+1 o« B a+p(l-3t) (a+p)-35
AL (-Lz 1-L (a-lng (-l

Sendo assim, tem de ser « =3 e = —2, logo

t+1 3 2 1 fogn 1
— - =33 ()2
(1 _ %t)Q (1 _ lt)z 1— 1 Z on n Z on

b) Temos

DD HE\T) =) #O\T)+ Y #{UN\D)+ Y #({2\T)

SC[3]TCS TCO TC{1} TC{2}

+ Y #BIND+ D> #{L2I\T)+ Y #{L3\T)

TC{3} TC{1,2} TC{1,3}
+ Y #{23\D)+ D #{L23NT) = #0+ (#{1} +#0)
TC{2,3} TC{1,2,3}
+EH{2E + #0) + (#H3F + #0) + (31, 2} + #{1} + #{2} + #0)
+(#H{1 3} + #{1) + #{3} + #0) + (#{2, 3} + #{2} + #{3} + #0)
+(#{1,2,3} + 42,3} + #{1, 3} + #{1, 2} + #{3} + #{2} + #{1} + #0)
=04+3(1+0)+32+1+1+0)+B+2+2+2+1+1+14+0)=27.



6. a) Por um lado,

n+1

Surs = (104 31y

= (-1 + Z 1) = (mud. de var. i ~ i+ 1)
— n+1 + Z )n+1 1S, .
Por outro lado,
&H4=:§i(—n”“‘“+(—lf*kﬁ””==§i(—D(—D””-%C—DO=:—Sn+1.
i=0 i=0

Segue-se que (—1)"*! 4+ S, = —S,, + 1, donde

L1 (=) 14 (L
S, = 5 = 5 )

b) Por um lado,

n+1

Tn—i—l n+1 00_|_Z n+1 1

n

= Z(—l)”“_(”l)(i +1) (mud. de var. i ~» i+ 1)

(por a))

Por outro lado,

n

Tyt = Z(_l)n-l-l—ii + (_1)n+1—(n+1)(n +1)
i=0

_ i(_m(—w—% +(n+1)=-T,+(n+1).

Segue-se que T}, + * ( V" — _T, + (n+1), donde

2n+2—-1—(-1)" 2n+1—(-1)"

T, = =
4 4



7. a) Para n = 3, o somatdrio é

3

3 3 3 3
)I)ID IS 3 LD 3) SRS 3) S
k=1 j=k 1=j j=1 1=j J=2 i=j j=3 i=j

3 3 3

3
= Z o411 + Z Q421 + Z 047;31) + (Z Q92 + Z Oéz‘22> + Z 33
i=1 =2 i=3 i=2 =3 i=3

(111 + Q11 + as11) + (21 + s21) + assi] + [(202 + @g22) + aisa) + asss

= Qq11 + Qo11 + Q311 + Q991 + Q391 + Q331 + Qiagn + Qizon + Qizzp + Qi333 .

b) Usando a notagao de Iverson, temos

SN =330 Tk <l <l

k=1 j=k i=j k=1 j=1 i=1
n n n n % i
=3 aulk <l < il =)D ai
i=1 k=1 j=1 i=1 k=1 j—k
uma vez que ||k < jll[l7 <[l = [k < j <il| = |k < ik <j < i (verifique).

8. a) Temos

N n+1) nn+1) n*(n+1)>
Sxen (S ()t e

i=1 j=1 i=1

b) Em primeiro lugar, usando a lei da decomposicao, deduzimos que

zzw—z(ziﬁ > ) -3 (Xu+3u-)

i=1 j=1 = j=1 j=i+1 i=1 7j=1
—ZZ@HZZW—Z
i=1 j=1 =1 j=1
Mas
n n n n n n n J n i
D> i =Y > il <l =) > ali <l =) i =) ij
i=1 j=i i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

(onde, na ultima igualdade, redenominamos as varidveis de indexacao). Sendo assim,

D WED DT 3

i=1 j=1 i=1 j=1

o que, usando a alinea (a), nos da

n

QZZ nH) +y i

i=1 j=1 =1



c) Como

deduzimos que

"2 & o1 (n*n+1)? K,
D iy =2 ) s |
=1 =1 j=1 =1
e, portanto,
PR i1 nf(n+1) 9
. i1 —i—z)—ZZZ 5 = 1 —1—22.
=1 =1 =1
Mas . . .
i(i% 4+ 1) = Zig + 222,
i=1 i=1 i=1
logo
iis _ n2(n + 1)2
= 4
=1
9. a)
°1
dy = 0! Z ] (Base de Indugao)
k=0
é trivialmente verdadeira. Admitindo
d, = n! 1 Hipé de Induca
n =nl Z o (Hipdtese de Inducao)
k=0
provemos
n+1
dpt1 = (n+1)! o (Tese de Indugao)
k=0
Tem-se

—~ 1
E) +1 (por hip. de inducao)
k=0
! Y L + (n+1)!
k! (n+1)!
k=0
n+1
= | -
=(n+1)! kz; o



b) Aplicando o método da substituicao de diante para tras, temos

dy=nd, 1+1=n((n—1)d, 2o+1)+1=n(n—1)d, o +n+1
=nn—1)((n—2)d,3+1)+n+1
=nn—1)(n—-2)d,—3+nn—1)+n+1=--

(nn—1)---2-1)doy+(nn—1)---3-2)+---+nn—-1)+n+1

=nl+(nn—-1)---3-2)+---+nn—1)+n+1

10. Temos, claramente, ag = a; = 1. Para n > 2, a parte terminal do pavimento
pode ser constituida por: um azulejo 1 x 2 colocado transversalmente, ou um azulejo
2 x 2, ou dois azulejos 1 x 2, colocados longitudinalmente.

n—1 1 n—2 2 n—2 2
No primeiro caso, os restantes azulejos pavimentam uma superficie 2 x (n—1) e,
nos outros dois, os restantes azulejos pavimentam uma superficie 2 X (n—2). Assim,
a relacao de recorréncia pretendida é

Up = Gp_1 + 20,_2.

O polinémio caracteristico é p(t) = t* —t —2 = (t — 2)(t + 1), pelo que a, =
a2™ + f(—1)". Dado que ay = 1 = a;, obtemos o sistema

a+pB=1 =
2()z—ﬁ:1<:> 8=

Wl — Wl N

A solucao da relagao de recorréncia é, pois,

2n+1 _1\n
LT
3
11. a) Tem-se
CE) = et => dt"
n=0 n=0
onde

, 0,se n é impar,
c, = ) :
Cn/2, se n é par

Sendo assim,



n n 5]
Pn = Z bkC;_k = Z bnka;g Z bn—kCrj2 = Z b0 = Z br—2kCr
k=0 k=0 k=0

0<k<n o<i<|Z
k é par

(a penultima igualdade é verdadeira fazendo a substituicao k = 2l e notando que

0<2l<nseesdse0 <1< [3]).
= /r
=3 (1)
n
=0

b) Usamos a alinea anterior com
n

=3 (020 3 () () = e

A(t) = B()CO(t*) = B(t)B(t*).

e, portanto,

Como (TL) = (T_:Q) = (Ti3) = ... =0 (porque r +1i > r para i > 1), tem-se
B(t)=>_ (;)t” => (;)t" =1+t
n=0 n=0

(pelo binémio de Newton). Por conseguinte,
A)=BO)Bt) =1+t 1+ =[1+) A+t =1+t + 2+ 3.
12. a) Tem-se

P() = IA®) + A(-0)] = 5 (Z a4 Zan )

_1 (Z a,t" + Z ant"> % Z[an + (—=1)"a,]t"

n=0
1
25(2a0+2a2t2+2a4t4+~-) :a0+a2t2—|—a4t4+~~

e, portanto, a série formal P(t) estd associada a sucessao ag, 0, as, 0, ay,0, .. ..
b) Tem-se

1) = 5[A() ~ A(-5)] = (Z ant" - Zan<—t>">
(Z ant" — Z 1)nant”> _ %Z[an —(—1)a

1
:5(2a1t+2a3t3+2a5t5+---) :a1t+a3t3+a5t5—|—---

e, portanto, a série formal I(t) estd associada a sucessao 0, aq,0, as, 0, as,0, . . ..



¢) Pondo

A(t) = ZFQntn :F0+F2t+F4t2—|—F6t3+ ,
n=0

temos

A(t?) = Z Fy t2" = Fy + Fyt? + Fyt* + Fstb + - -
n=0

e, portanto, a série formal A(t?) estd associada & sucessao Fp,0, Fy, 0, Fy,0,. . ..

Sendo assim, pela alinea a), tem-se

A(t?) = S[F(t) + F(-t)]

1
2
onde

F(t) =) Fut"=Fy+ Fit + B* + Fst’ + - -
n=0

¢ a série formal que esta associada a sucessao dos nimeros de Fibonacci. Como

t

Flt)= ——
&) =1

obtemos

o1 t —t 2t2 t2
A7) = 5 — 5 T — 2 = a9 4y 1 _ 921 M
o\1—t—22 " T+t—t¢ 21— 32 114  1—32+¢

e, portanto,

> t
o t" = At) = ——
; 2 (*) 1—3t+¢2

Por outro lado, pondo

B(t) = ZF2n+1tn :F1+F3t+F5t2—|—F7t3_|—... ,
n=0

temos

tB() =ty Fapit™ =Y  Foupit™™ = Fyt + Fyt® + Fst” + Pt 4 -+
n=0 n=0

e, portanto, a série formal ¢ B(t?) estd associada a sucessao 0, Fy, 0, F, 0, F5, 0, . . ..

Sendo assim, pela alinea b), tem-se

1 1 t —t
tB(t?) = =[F(t) — F(—t)] = = _
() 2[ ®) (=2)] 2(1—t—t2 1+t—t2>
o2ty 1—¢?
C2(1 =32+ th) 1324t
e, portanto,
> 1—t
Fopiit" = B(t) = ——— .
; 2nt (®) 1—3t+¢2

FIM



