Matematica Finita - Codigo 1342

Resolucao do 32 Teste Formativo

1. A resposta correcta é a a). De facto, se A = AjUAy, Ay # 0, Ay # () entao
Aj terd entre 1 e n — 1 objectos assim como A, e a escolha dos objectos para A;
condiciona a de A,. Portanto a resposta é:

n—1(n
k=1 <k> 2" — 2
= =21 -1
2 2

2. A resposta correcta é a d). De facto,

1

()= = O = ey

n nln! n!

3. A resposta correcta é ad). Se as letras fossem todas distintas terfamos 7! maneiras
de formar palavras com sete letras. Mas cada palavra com 3 S’s e 2 O’s originaria
3!'- 2! sequéncias distintas se os S’s e os O’s fossem distintos. Quer dizer que se k
denota o nimero de maneiras de re-arranjar as letras da palavra SOSSEGO, temos

kx (3!-2!) =7! ou seja que k = ==

7!
3121

4. A resposta correcta é a b). Com efeito,

a)

b)

1
]

1
CH A H 4+ i = H 1.
1+ 1

Existem 5! - 5! maneiras de os rapazes se sentarem nos 5 lugares a esquerda,
pois tanto os rapazes com as raparigas podem se permutar entre si.

Consideremos primeiro a disposicao das raparigas e depois a dos rapazes. Exis-
tem 5! maneiras de dispor as raparigas. Como os rapazes nao podem ficar
juntos existem 6 lugares possiveis para os rapazes se sentarem, e como sao 5,
podem ser dispostos de 62 = 6! maneiras. Portanto o ntimero pedido é 5! - 6!.

Alternativa: Consideremos primeiro a disposicao dos rapazes e depois a das
raparigas. Existem 5! maneiras de dispor os rapazes. Entre cada rapaz temos

. . 5 . .
de sentar uma rapariga. Existem ( = 5 maneiras de escolher uma rapariga

4
de entre 5, para os 4 lugares, e elas tém 4! maneiras de se permutarem. A
restante rapariga tem 6 lugares possiveis para se sentar. Portanto o nimero

pedido é 51+ () - 41-6 = 516l



c)

b)

Como o Pancracio e a Engracia tém de ficar lado a lado podemos considera-lo
como um bloco de dois elementos que podem ser permutados de 2! maneiras
e que tém 9 maneiras de se sentarem. Os restantes oito tém 8! maneiras de se
sentarem. Portanto a resposta é 2-9-8!' = 29!,

O numero de maos existentes é exactamente o nimero de subconjuntos com 2

elementos de um conjunto com 52, isto é (522>.

13

1) = 13 maneiras

Existem 4 naipes e cada naipe tem 13 cartas. Existem (

. 4 .
de escolher uma carta entre 13. Para cada escolha, existem ( ) maneiras de

2
escolher 2 naipes entre 4. Portanto o niimero de maos de 2 cartas que formam

umparé13-(;*>:13~6:78.

Existem (;1) = 4 maneiras de escolher um naipe entre 4. Para cada escolha fixa

do naipe, existem (133’) maneiras de escolher 3 cartas entre 13. A restante carta

tem de pertencer a outro naipe, isto é tem de ser escolhida entre 52 — 13 = 39
39

1) = 39 escolhas possiveis. Portanto o nimero pedido é

cartas, e tem (

(%) 3.

7. Designemos por X o conjunto das palavras distintas que se podem escrever com
todas as letras da palavra SANGUESSUGA, e consideremos os subconjuntos:

Ay = { palavras de X : aparecem 3 S’s consecutivos },
Ay = { palavras de X : aparecem 2 A’s consecutivos },
Az = { palavras de X : aparecem 2 U’s consecutivos }.

Entao o nimero pedido é #(X \ (A1 UAy U A3) = #X — #(A; U Ay U A3), uma vez
que nem os trés S’s, nem os dois A’s, nem os dois U’s podem aparecer em bloco.
Ora o principio de inclusao/exclusao diz-nos que:

#(A1U Ay U Az) = (#A1 + # A2 + #A3)
— [#(A1 N Ag) + #(A1 N Ag) + #(Az N A3)]
+ #(A1 N Ay N As).

Temos, agora, que contar os elementos de cada um destes conjuntos:

11! 9! 10!

#X = 3o+ TN T gy A=A = gp0n
8! 9!

#(A1NA) = #(A1NAg) = 2190 #(AyN Az) = 3191

7!
#(Al N A2 N Ag) - E



De facto, o calculo de #X tem uma justificacao idéntica a do exercicio 3. Quanto
a # A1, os 3 S’s consecutivos funcionam como um bloco e, portanto, argumentamos
para 9 letras com 2 A’s, 2 U’s e 2 G’s. Quanto a #(A; N Ay), os 3 S’s consecutivos
funcionam como um bloco, os 2 A’s consecutivos como outro bloco e, portanto,
argumentamos para 8 letras com 2 U’s e 2 G’s. Analogamente se justificam as
restantes contagens. Portanto o niimero pedido é

11! 9! 10! 8! 9! 7!

_ i 5 .
31121 212121 “3ml ool T3l 2

8. Paran =0, 1+ Z?:oj(” +1)2=2 = 14 0 = 1, como se queria verificar (caso
base). Suponhamos, agora, que se tem

(n+1)!=1+ Z](n +1)2= (Hipdtese de Indugao)
=0

com vista a provar que

n+1
(n+2)! =1+ Z](n + 2)(ntl)=J (Tese de Indugao)

J=0

Temos entao

m+2)l=mn+2)n+ 1) =(n+2) <1+Z] n+1 > (por hip. de ind.)

=(n+2)+> jn+2dn+1)"= =n+2)+ > jn+2)r=t

j=0 =
n+1
1+0%+1+§:]n+%”ﬁ4—l+§:jn+%mﬂ)
Jj=0 j=0
9.
a) Como P([k]) = {A C [k] | #A = i}, o primeiro membro da igualdade é
(If) Pi([k]). Por outro lado, tem-se

onde
B = {AeP(H): 1,2¢ A)
By={AcP(k]): 1€ A, 2¢ A}
Bs={AecPi(k]):2€ A, 1¢ A}
By={AecP(k]):1,2€ A}

e #B; = (kf) = ndmero de subconjuntos de [k] \ {1,2} com i elementos,

#DB, = #B; = (*?) = ntimero de subconjuntos de [k] \ {1,2} com i — 1

elementos, #B, = (]::22) = numero de subconjuntos de [k] \ {1,2} com i — 2

elementos. Segue-se que <’:> = (k:2> +2 <’::12> + <I::22> .

3



b) Como em a) temos que:

Pi([K]) = {A C [K] | #A = i} = B,UB,UB;UB,UB5UBsUB;UBs,

onde
B ={AcPk]):1,2,3¢ A}
By={AcPyk]):1€A, 2,3¢ A}
Bys={AcPi(k]):2€ 4, 1,3¢ A}
Bi={AcP([k]):3c A 1,2¢ A}
Bs={AcPi(k]):1,2€ A, 3¢ A}
Be={AePi([k]):1,3€ A, 2¢ A}
Br={AeP(k]):2,3€ A, 1¢ A}
Bs={AeP(k]):1,2,3€ A}.

Com um argumento analogo, #B;, = (k;?’), #By = #B; = #B, = (’::f)7
#DBs = #Bs = #DB; = ("73), #Bs = (V7). Segue-se que

()= () w3 () wa (22 + (53

10. Temos
n 2 n
k=0 k=0
= <Z> (nik> (Lei da Simetria)
k=0
= (n:n> = (2: ) . (Convolugao de Vandermonde)
11. Como
i j 7! ; .
(27 + 3y +42)" = Z <”7k> (22)/(3y) (42)F = Z - 'lkl(%) (3y) (42)",
0<4,5,k<7 0<ij k<T JR
itj+k=T it j+k=T

%2 ocurrerd quando i = 4, j = 2, k = 1. Portanto o coeficiente pedido ¢

N, T
9%, 4= —4! =7!.
4!2!1!2 3 4—2!4.—7. 12.

12.

a) Usando a Lei da Mudanca de Varidvel, obtemos

DI B e B e e D B(Ce i

SCX SCX scx SCx



uma vez que (—1)"#5 = (=1)#5. Deste modo, como #X é fmpar, temos

(—1)#% = —1 e, portanto,

2) (-D* =0,

SCX

> (-n# =0,

SCX

de onde vem

b) De acordo com a sugestao, fixemos a € X. Temos

Z(_l)#s: Z (—1)#EHad) = Z (—1)#5t = —

SCX SCX\{a} SCX\{a}
aceX

Agora, pela Lei da Decomposigao,

D= (D Y (-1#

SCX Scx SCX

agX acX
Como
NETEED SRS
sCX SCX\{a}

concluimos que

> (u

SCX\{a}

POC VD DI C I DI CE R

SCX SCX\{a} SCx\{a}

FIM



