
Matemática Finita - Código 1342

Resolução do 1o Teste Formativo

1. Falso. Com efeito, para n = 3 e i = 2 obtemos
(
3
2

)
= 3 6= 1 · 2 =

(
2
2

)
·
(
2
1

)
.

Recorde que a Lei de Pascal é
(

n
i

)
=
(

n−1
i

)
+
(

n−1
i−1

)
.

2. Verdadeiro. Com efeito,

nk+1 + k · nk = nk(n− k) + k · nk = nk(n− k + k) = n · nk.

3. A resposta é 3 · 3!. O número 1 tem três lugares para ir. Depois, os restantes
três números podem ir para qualquer dos três lugares que sobejam, o que dá 3!
possibilidades.

4. A resposta é (N + N2)/2. O primeiro convidado a chegar aperta a mão a uma
pessoa (ao Sr. Grandevida). O segundo convidado aperta a mão a duas pessoas (ao
Sr. Grandevida e ao primeiro convidado). O terceiro convidado aperta a mão a três
pessoas. E assim sucessivamente. O último convidado, o N -ésimo, aperta a mão a
N pessoas. Ao todo são 1 + 2 + 3 + · · ·+ N = N(N+1)

2
= N+N2

2
apertos de mão.

Alternativa: Uma maneira alternativa de resolver este problema é a seguinte.
Há N + 1 pessoas na festa (o Sr. Grandevida mais os seus N convidados). Todos
apertam as mãos. Portanto, há

(
N+1

2

)
apertos de mão.

5. a) O número de maneiras de escolher cinco pessoas de entre de onze pessoas é(
11
5

)
.

b) O número de maneiras de escolher dois professores é
(
4
2

)
. Para cada uma

destas escolhas, temos depois de escolher mais três alunos de entre sete. Assim,
temos ao todo

(
4
2

)(
7
3

)
escolhas.

c) O número de grupos de cinco pessoas que inclui exactamente três professores
é
(
4
3

)(
7
2

)
(por um racioćınio análogo ao da aĺınea anterior). O número de grupos que

inclui exactamente quatro professores é 7 (basta escolher um aluno para juntar aos
quatro professores). Assim a resposta é

(
4
3

)(
7
2

)
+ 7.

6. Como x2 ≥ x1, podemos escrever x2 = x1 + y, onde y é um número natural
qualquer. Assim, o problema é equivalente a saber quantas soluções tem a equação
2x1 + y + x3 = 100, com x1, y e x3 números naturais. Para resolver este problema
vamo-nos socorrer do método dos separadores (vide solução do problema 5 da página
77). Temos que contar o número de maneiras de colocar dois separadores para
separar 100 itens, em que o primeiro separador só pode ocupar uma posição que
deixe um número par de itens antes dele (para que determine o valor de x1). Se não
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houvesse esta última restrição, a solução seria
(
102
2

)
. Devido a esta última restrição,

o primeiro separador tem que estar entre as posições 1,3,5, . . . ,99 e 101. Depois,
o outro separador pode estar numa das quaisquer posições posteriores. Em suma,
se o primeiro separador está na posição 2i + 1, onde 0 ≤ i ≤ 50, então o segundo
separador pode ocupar 101 − 2i posições. Logo, há

∑50
i=0(101 − 2i) maneiras de

colocar convenientemente os separadores. Fazendo uns pequenos cálculos, vem:

50∑
i=0

(101− 2i) = 101 · 51− 2
50∑
i=0

i = 101 · 51− 2
50 · 51

2
= (101− 50)51 = 512 = 2601.

7. Pelo teorema binomial,

(3a− b)11 =
11∑
i=0

(
11

i

)
(3a)i(−b)11−i =

11∑
i=0

(
11

i

)
3i(−1)11−iaib11−i.

Logo, o coeficiente de a3b8 obtém-se quando i = 3 e dá
(
11
3

)
33(−1)11−3 =

(
11
3

)
27.

8. a) 7!
3!
, pois há três letras iguais.

b) Podemos considerar os três A’s como um bloco, como uma entidade única.
Assim, temos que permutar cinco entidades: as letras consoantes C, H, M, D e o
bloco AAA. A resposta é, portanto, 5!.

c) Primeiro ordenamos as quatro letras consoantes. Há 4! maneiras de fazer isto.
Os três A’s devem depois espalhar-se pelos seguintes cinco lugares: antes da primeira
consoante, entre a primeira e a segunda, entre a segunda e a terceira, entre a terceira
e a quarta ou depois da última consoante. Há

(
5
3

)
possibilidades de escolher três

lugares de entre cinco. Assim, a resposta final é 4!
(
5
3

)
.

Alternativa: Começamos por contar o número de maneiras de re-arranjar as letras
de modo a que ocorram dois A’s consecutivos. Se considerarmos dois A’s como sendo
um bloco e permutarmos este bloco com as restantes letras C, H, M, D e A, ficamos
com 6! permutações. No entanto, quando os três A’s calham ficar em bloco há uma
sobrecontagem (em que contamos duas vezes os casos em que os três A’s aparecem
em bloco – contagem esta que fizémos na aĺınea anterior). Assim, o número de
maneiras de re-arranjar as letras de modo a que ocorram dois A’s consecutivos é
6! − 5!. Logo, o número de maneiras de re-arranjar as letras de modo a que não
ocorram dois A’s consecutivos é 7!

3!
− (6! − 5!). [O leitor pode confirmar que este

resultado coincide com o anterior.]

9. Há 64 maneiras de distribuir quatro maçãs distintas por seis sacos distintos.
Para distribuir oito laranjas idênticas por seis sacos distintos, utilizamos o truque dos
separadores (vide discussão da entrada 4 da tabela da secção 1.4). Cinco separadores
distinguem os seis sacos, enquanto as oito laranjas podem colocar-se entre eles (e nos
términos) arbitrariamente. Ao todo

(
13
5

)
possibilidades. A resposta final é 64 ·

(
13
5

)
.

10. a) A pessoa mais velha pode nascer em qualquer mês. A segunda pessoa
mais velha, só pode nascer em onze meses. A terceira, em dez meses. E assim
sucessivamente. Ao todo 129 possibilidades.
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b) Vamos utilizar a manobra da passagem ao complementar (vide a secção 1.5.1).
Seja H (resp., M , C) o número de possibilidades aniversariantes das nove pessoas
em causa pelos doze meses com a restrição dos dois homens (resp., três mulheres,
quatro crianças) nascerem no mesmo mês. Vem facilmente:

#H = 12 · 127 = 128 , #M = 12 · 126 = 127 , #C = 12 · 125 = 126,

#(H ∩M) = 12 · 12 · 124 = 126 , #(H ∩ C) = 12 · 12 · 123 = 125,

#(M ∩ C) = 12 · 12 · 122 = 124 , #(H ∩M ∩ C) = 12 · 12 · 12 = 123.

Pelo prinćıpio da inclusão exclusão, vem:

#(H ∩M ∩ C) = 128 + 127 + 126 − 126 − 125 − 124 + 123.

Logo a solução é:
129 − 128 − 127 + 125 + 124 − 123.

11. a) Pelo teorema binomial,

4n = (3 + 1)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
3i1n−i =

n∑
i=0

(
n

i

)
3i.

b) Por indução em n. O caso base em que n é 0 reduz-se à igualdade 1 = 1.
Admitamos agora, por hipótese de indução, que a igualdade se verifica para n, com
vista a argumentá-la para n + 1. Vem:

n+1∑
i=0

(
n + 1

i

)
3i =

(
n + 1

0

)
30 +

n∑
i=1

(
n + 1

i

)
3i +

(
n + 1

n + 1

)
3n+1

=
(Lei de Pascal)

1 +
n∑

i=1

((
n

i

)
+

(
n

i− 1

))
3i + 3n+1

= 1 +
n∑

i=1

(
n

i

)
3i +

n∑
i=1

(
n

i− 1

)
3i + 3n+1

=
i−1 j

n∑
i=0

(
n

i

)
3i +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
3j+1 + 3n+1

=
(hip. ind.)

4n + 3

(
n−1∑
j=0

(
n

j

)
3j + 3n

)
= 4n + 3

n∑
j=0

3j

=
(hip. ind.)

4n + 3 · 4n = (1 + 3)4n = 4 · 4n = 4n+1.

12. a) Por indução em m. O caso base em que m é n reduz-se à igualdade 1 = 1.
Admitamos agora, por hipótese de indução, que a igualdade se verifica para m, com
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vista a argumentá-la para m + 1. Vem:

m+1∑
k=n

(
k

n

)
=

m∑
k=n

(
k

n

)
+

(
m + 1

n

)
=

(hip. ind.)

(
m + 1

n + 1

)
+

(
m + 1

n

)
=

(Lei de Pascal)

(
m + 2

n + 1

)
.

b) O número de possibilidades de escolher n + 1 números do conjunto de m + 1
elementos {0, 1, 2, . . . ,m} é

(
m+1
n+1

)
. O maior número escolhido pode variar desde n a

m (incluindo os extremos). Quando n+i (0 ≤ i ≤ m−n) é o maior número escolhido,
há
(

n+i
n

)
possibilidades de escolher os restantes n números, visto que os restantes n

números têm que se escolher do conjunto de n + i elementos {0, 1, 2, . . . , n + 1− i}.
Assim, o número total de posśıveis escolhas é(

n

n

)
+

(
n + 1

n

)
+ · · ·+

(
m

n

)
=

m∑
k=n

(
k

n

)
.

c) Para a terceira igualdade consulte quadro da página 129 do manual:

m∑
k=n

(
k

n

)
=

m∑
k=n

kn

n!
=

1

n!

m∑
k=n

kn

=
1

n!

kn+1

n + 1

∣∣∣∣m+1

n

=
1

n!

(
(m + 1)n+1

n + 1
− nn+1

n + 1

)
=

1

(n + 1)!
((m + 1)n+1 − 0) =

(m + 1)n+1

(n + 1)!
=

(
m + 1

n + 1

)
FIM
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