Matematica Finita - Codigo 1342

Resolucao do 1° Teste Formativo

1. FALso. Com efeito, para n = 3 e i = 2 obtemos (;’) =3#1-2= (g) . @)
Recorde que a Lei de Pascal é (7) = ("1) + (77]).

A i—1

2. VERDADEIRO. Com efeito,
WLkt =nfn — k) + k- -nE=nfn—k+k)=n-nk

3. A resposta é 3-3!l. O numero 1 tem trés lugares para ir. Depois, os restantes
trés numeros podem ir para qualquer dos trés lugares que sobejam, o que d& 3!
possibilidades.

4. A resposta é (N + N?)/2. O primeiro convidado a chegar aperta a mao a uma
pessoa (ao Sr. Grandevida). O segundo convidado aperta a mao a duas pessoas (ao
Sr. Grandevida e ao primeiro convidado). O terceiro convidado aperta a mao a trés
pessoas. E assim sucessivamente. O tltimo convidado, o N-ésimo, aperta a mao a
N pessoas. Aotodosao 1+2+3+---+ N = N(A;H) = N+2N2 apertos de mao.
Alternativa: Uma maneira alternativa de resolver este problema é a seguinte.
H& N + 1 pessoas na festa (o Sr. Grandevida mais os seus N convidados). Todos

apertam as maos. Portanto, ha (N ; 1) apertos de mao.

5. a) O numero de maneiras de escolher cinco pessoas de entre de onze pessoas é
11
(5):

b) O ndmero de maneiras de escolher dois professores ¢ (;1) Para cada uma

destas escolhas, temos depois de escolher mais trés alunos de entre sete. Assim,

temos ao todo (;1) (;) escolhas.

c) O nimero de grupos de cinco pessoas que inclui exactamente trés professores
, (4 . /. ’ , . ,
é (3) (Z) (por um raciocinio anélogo ao da alinea anterior). O nimero de grupos que
inclui exactamente quatro professores é 7 (basta escolher um aluno para juntar aos

quatro professores). Assim a resposta é (g) (;) + 7.

6. Como x5 > x1, podemos escrever xo9 = x; + y, onde y é um nimero natural
qualquer. Assim, o problema é equivalente a saber quantas solugoes tem a equacao
2x1 + y + x3 = 100, com z1, y e x3 ntimeros naturais. Para resolver este problema
vamo-nos socorrer do método dos separadores (vide solu¢ao do problema 5 da pagina
77). Temos que contar o nimero de maneiras de colocar dois separadores para
separar 100 itens, em que o primeiro separador s6 pode ocupar uma posicao que
deixe um numero par de itens antes dele (para que determine o valor de z1). Se nao



T .~ ~ . 102 . S1Le .~
houvesse esta ultima restricao, a solucao seria ( 0 ) Devido a esta ultima restricao,

o primeiro separador tem que estar entre as posicoes 1,3,5, ...,99 e 101. Depois,
o outro separador pode estar numa das quaisquer posicoes posteriores. Em suma,
se o primeiro separador estd na posi¢ao 2¢ + 1, onde 0 < ¢ < 50, entao o segundo
separador pode ocupar 101 — 2¢ posigoes. Logo, ha 2520(101 — 2¢) maneiras de
colocar convenientemente os separadores. Fazendo uns pequenos célculos, vem:

50 50 50 - 51
> (101 -2i) =101-51—-2) i =101-51 - 2= — = (101 -50)51 = 512 = 2601.

=0 i=0

7. Pelo teorema binomial,

(3a— b)1! = i (12,1) (3a)i(—b)1~ — i (11,1) 3i(—1)!1-igipti=i.

=0 =0

Logo, o coeficiente de a3b® obtém-se quando i = 3 e dé (' )33(—1)"% = (}})27.

8. a) ;—:, pois hé trés letras iguais.

b) Podemos considerar os trés A’s como um bloco, como uma entidade tnica.
Assim, temos que permutar cinco entidades: as letras consoantes C, H, M, D e o
bloco AAA. A resposta é, portanto, 5!.

c¢) Primeiro ordenamos as quatro letras consoantes. Hé 4! maneiras de fazer isto.
Os trés A’s devem depois espalhar-se pelos seguintes cinco lugares: antes da primeira
consoante, entre a primeira e a segunda, entre a segunda e a terceira, entre a terceira
e a quarta ou depois da ultima consoante. Ha (g) possibilidades de escolher trés
lugares de entre cinco. Assim, a resposta final é 4! (g)

Alternativa: Comegamos por contar o niimero de maneiras de re-arranjar as letras
de modo a que ocorram dois A’s consecutivos. Se considerarmos dois A’s como sendo
um bloco e permutarmos este bloco com as restantes letras C, H, M, D e A, ficamos
com 6! permutacoes. No entanto, quando os trés A’s calham ficar em bloco hd uma
sobrecontagem (em que contamos duas vezes os casos em que os trés A’s aparecem
em bloco — contagem esta que fizémos na alinea anterior). Assim, o numero de
maneiras de re-arranjar as letras de modo a que ocorram dois A’s consecutivos é
6! — 5!. Logo, o numero de maneiras de re-arranjar as letras de modo a que nao

7!

ocorram dois A’s consecutivos é 5 — (6! — 5!). [O leitor pode confirmar que este

resultado coincide com o anterior. |

9. H4 6* maneiras de distribuir quatro macas distintas por seis sacos distintos.
Para distribuir oito laranjas idénticas por seis sacos distintos, utilizamos o truque dos
separadores (vide discussao da entrada 4 da tabela da secgao 1.4). Cinco separadores
distinguem os seis sacos, enquanto as oito laranjas podem colocar-se entre eles (e nos
términos) arbitrariamente. Ao todo (153) possibilidades. A resposta final é 6* - (153).

10. a) A pessoa mais velha pode nascer em qualquer més. A segunda pessoa
mais velha, s6 pode nascer em onze meses. A terceira, em dez meses. E assim
sucessivamente. Ao todo 122 possibilidades.



b) Vamos utilizar a manobra da passagem ao complementar (vide a secgao 1.5.1).
Seja H (resp., M, C') o nimero de possibilidades aniversariantes das nove pessoas
em causa pelos doze meses com a restricdo dos dois homens (resp., trés mulheres,
quatro criangas) nascerem no mesmo meés. Vem facilmente:

HH=12-12"=12° | #M =12-12° =127 | #C =12-12° =125,
#HNM)=12-12-12" =12° | #(HNCO)=12-12-12° = 12°,
#MNC)=12-12-122=12" | #(HNMNC)=12-12-12 = 12°.
Pelo principio da inclusao exclusao, vem:

#HNMNC) =128+ 127 +12° — 120 — 12° — 12* + 12°.

Logo a solucgao é:
122 — 128 — 127 +12° +12% — 123,

11. a) Pelo teorema binomial,
4" =3+1)" = 3"t = 3"
s =3 (=% ()

b) Por indugdo em n. O caso base em que n é 0 reduz-se a igualdade 1 = 1.
Admitamos agora, por hipétese de inducao, que a igualdade se verifica para n, com
vista a argumenta-la para n + 1. Vem:

n+1 n

n+1\,;, (n+1\_ n+1\_; n+ 1\,
Zi()( i >3—< 0 >3 +Z¢ i )3+(n+1>3

() 0))see
1 1 —1
n n ' n n '

=1 i i n+1

(e[ s

n—1 n
- 4“+3(Z " 3j+3">:4”+323ﬂ'

=0

= 4" 4+3.4"=(143)4" =4 4" =4"1"

12. a) Por inducao em m. O caso base em que m é n reduz-se a igualdade 1 = 1.
Admitamos agora, por hipotese de indugao, que a igualdade se verifica para m, com



vista a argumenté-la para m + 1. Vem:
R K [k m+ 1
2 ) =2 )t

n e~ \n n

k=n

b) O nimero de possibilidades de escolher n + 1 nimeros do conjunto de m + 1
elementos {0, 1,2,...,m} é (:’:11) O maior niimero escolhido pode variar desde n a
m (incluindo os extremos). Quando n+i (0 < i < m—n) é o maior nimero escolhido,
ha (”:Z) possibilidades de escolher os restantes n niimeros, visto que os restantes n
nimeros tém que se escolher do conjunto de n + i elementos {0,1,2,...,n+ 1 —i}.

Assim, o niimero total de possiveis escolhas é

) (o) () =2 C)

k=n

c) Para a terceira igualdade consulte quadro da pagina 129 do manual:

> (o) i -t

k=n k=n
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