Matematica Finita

EXAME DE 22 Epoca 2002/03 (22/9/2003)

I
Em cada questao sao apresentadas quatro opcoes, das quais uma, e s6 uma,
obedece as condicoes pedidas. Indique-a marcando X no quadrado respectivo.
Caso pretenda anular alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta
e indique, se for caso disso, a resposta que pretende que seja considerada.
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2. Quatro urnas contém cada uma 45 bolas numeradas de 1 a 45. Uma bola é
extraida de cada uma das urnas. O valor

45!
41!

indica o nimero de maneiras de ....

[Ja) ... as 4 bolas sorteadas serem todas distintas.

[0 b) ... as 4 bolas sorteadas serem todas distintas e nenhuma delas conter
o numero 45.

[Jc) ... as 3 primeiras bolas sorteadas serem distintas.

[Jd) ... nenhuma das 4 bolas sorteadas conter o nimero 45.



3. Relativamente ao principio de indu¢ao matemadtica, considere a seguinte afir-
macao:

No processo da demonstracao do passo da in-
ducao, toma-se um numero natural n arbitrdrio.

Esta afirmacao é ...

[Ja) ... falsa: o nimero natural n nao tem de ser arbitrério.
[0 b) ... verdadeira s6 no caso do principio da indugao simples.
[Jc) ... verdadeira sé no caso do principio da inducao completa.

[1d) ... verdadeira.

4. Relativamente & soma

pode dizer-se que ...

[1a) asoma é um valor ndo negativo.
[1b) a soma é um valor nao positivo.
[Jc¢) asoma é um valor positivo.

[0 d) asoma é um valor negativo.

II
Justifique todos os cdlculos efectuados e as respostas apresentadas.

5. De quantas maneiras se pode dispor numa linha 10 vezes a letra “A”, 6 vezes
a letra “B” e b vezes a letra “C” de modo que nao apareca a letra “B” duas
vezes consecutivas? Justifique.

6. De quantas maneiras se pode escolher uma coleccao de 6 bilhetes postais numa
loja que tenha apenas 4 variedades de bilhetes postais? Justifique.

7. Dados k£ > n > 1, calcule a soma
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[Para o caso de necessitar: Z m? = 2(27“ +1)(r+1)]

m=1



8. Seja n > 1 um nuimero natural.

8.1. Mostre pelo método de inducao matematica que

n

S (2 — 1) = %(4713 ).

k=1

8.2. Utilizando a alinea anterior, mostre que
S k= %(Qn-i- 1)(n+1).
k=1

9. Seja (a,) uma sucessio cuja fungio geradora estd definida por

2t
(t+1)3t+1)

A(t) =

9.1. Determine o termo geral da sucessao (a,).

9.2. Mostre que (a,) satisfaz a férmula de recorréncia
—a, = 4a,-1 + 30'77.—27 n > 2)

tendo-se ag = 0 e a; = 2.

9.3. Utilize o método do polinémio caracteristico para confirmar o resul-
tado obtido na alinea 9.1.

10. Dadas as sucessoes (a,) e (b,), considere as séries formais

At) = iantn, B(f) = ibntn,
n=0 n=0

tais que

o0

A)B(t) =) (4" (n+ 1)+

n=0
10.1. Mostre que pelo menos uma das séries A(t), B(t) ndo é invertivel.
10.2. Determine uma forma fechada para a série formal A(t) B(t).

10.3. Supondo que b, = 2"(n + 1), determine uma forma fechada para a
série formal A(t).

10.4. Que conclusoes pode tirar da alinea anterior sobre a invertibilidade
da série formal A(t)? Justifique.



